Przewodnik do éwiczen
Lista numer 4

Szeregi liczbowe
Dany jest cig liczbowy (a, ).
Definicja 1
Ciag

(S,):s,=a +a,+..+a, = Zn:ak

k=1

nazywamyszer egiem liczbowym i oznaczamy symbolem :

Z a, =
n=1
Definicja 2
Szereg
n=1

nazywamyzhieznym jezeli istnieje granica wkxiwa

imS, =S .

W przeciwnym wypadku méwimy , szereg jestbiezny «

Przyktad 1

Szereg

00 l n
23)
jest zbieny poniewa:
s =1—(1j i s=lims, =Iim{1—(1j }1.
2 n-oo n-o 2

Twierdzenie 1( warunek konieczny zhbiaosci szeregu )



Jezeli szereg

D&
n=1
jest zbigny to
lim a, =0
Przyktad 2
Szereg
N
N+l

nie jest zbieny poniewa

ima, = |im(ij =1#0.
n-e\ n+1

n- oo

Twierdzenie 2 (kryterium poréwnawcze )

Jezeli istnieje taka liczba naturalna , ze dla kadej liczby naturalnejn> o

a, <b,
to :
(1) ze zbiendici szeregu nz.;:bn
wynika zbienos¢ szeregu g‘a’“
(2) zrozbienosci szeregu ga‘“
wynika rozbienos¢ szeregu gbn .
Szereg Dirichleta

>



jest :

(1) zbiezny dlaa > 1
(2) rozbignydla a<1 «

Szereg geometryczny

jest

(1) zbiezny dla a=0 i dowolnego q . S=0

(2) zbienydiaaoi [g<1. S—lf‘q

(3) rozbienydlaa0 i |g=1

Przyktad 3

Szereg iaﬁ in—;n jest zbieny poniewa :
n=1 n=1

1) lima, = lim— =0.
n-o n-en2"

i
2) dla kadej liczby naturalnej n > 1 &
1 1

= <§:bn oraz szereg) b, :zz—ln jest zbieny .
n n=1

n=1

Twierdzenie 3 (kryterium d’Alemberta )

Jezeli fim 2 = g toszereg ian 0 wyrazach dodatnich jest zhmgy gdy
n=1

n- o an
g < 1 orazrozbimygdy g > 1.

Przyktad 4

Szereg i% jest zbieny poniewa :
n=1 'k



7" 0 = 7. a 7
" n " (n+1)! nee g neen+]

Twierdzenie 4 (kryterium Cauchy’ego )

Jeeli limgfa, =g to szereg ian o wyrazach nieujemnych jest zhagy
n=e n=1

gdy g < 1 orazrozhiaygdy g > 1.

Przyktad 5

o 2n
Szereg Z(arccosrl—]j jest rozbieny poniewa :

n=1

2n 2n 2
1 - 1 : 1 T
a, =| arccos- | limn|| arccos-| =limlarccos-| =— >1.
n n-e n n-e n 4

Uwaga

Kryterium Cauchy’ego jest mocniejsze od kryteriurAl@mberta .
Zadanie 1

Za pomog kryterium poréwnawczego , zbadzbieznos¢ szeregow:

N 1

a) ;m ( zbieny )
D) 3 (rozbiany )
C) ,,Z:‘n;/il ( zbieny )
d) ni;r:(r;i;)l (rozbieny )
) y2rat.ran ( rozbigny )

n=1 n



f) = n+5

nzi'\/n5+n+2

Zadanie 2
Za pomog kryterium d’Alemberta , zbadabieznos¢ szeregow:

( zbieny )

a) i Zr:nn! ( zbieny )
b) znl' ( zbieny )
n=1

c) i (n=1)(n+3)13" ( zbieny )

n=1 (Zn)'
d @ bie
) ;(Bn)! ( zbieny )
e) S (rozbigny )
n=1 n!
Zadanie 3

Za pomog kryterium Cauchy’ego zbadabieznos¢ szeregdéw.

a) zn@ ( zbieny )
b) in—lz[gjn (rozbieny )
c) 3 (D5 ( zbieny )

— 2n3n+1






