Pytania i zagadnienia do egzaminu z
matematyki
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Na egzamin przychodzimy z legitymacja studencka. Egzamin sklada
sie z 2 czeci: pisemnej i ustnej. Z obu czeéci nalezy otrzymac ocene pozytywna,
to jest ok. 55%-60% z czeSci pisemnej i ok. 70% z czeSci ustnej. W czeéci pisem-
nej rozwiazujemy zadania. Nalezy przynie$¢ ze soba 4-5 arkuszy papieru
w kratke, formatu A3. Prace na kartkach innego formatu nie beda odbierane.
Mozna przynie$¢ prosty kalkulator, linijke. Nie wolno uzywac telefonéw, réwniez
jako kalkulatora. W czesci ustnej odpowiadamy na pytania z teorii. Po wejsciu
na sale otrzymujemy pytania. Odpowiedzi przygotowujemy na kartce papieru,
z ktéra podchodzimy do odpowiedzi. Sprawdzana jest znajomo$¢ i rozumienie
definicji, twierdzen, sposobu ich formulowania, notacji matematycznej. Przygo-
towujac sie do czeéci pisemnej nalezy rownoczednie uczy¢ sie teorii! TO JEST
JEDEN EGZAMIN! Prosze zwréci¢ uwage na poprawno$¢ wypowiadanych
twierdzen, definicji itd., réwniez pod katem zgodnoSci z regutami jezyka pol-
skiego. Nie nalezy probowaé¢ formulowaé twierdzen, definicji itd. wlasnymi
stowami. Pytania i zagadnienia obejmuja zakres wymaganej wiedzy teorety-
cznej oraz opis wymaganych umiejetnoSci praktycznych.

Wyklad i ¢wiczenia opieraja sie na wiadomosciach i umiejetnosciach ktére
powinny zosta¢ nabyte w szkole ponadgimnazjalnej. Niektére z ponizszych
punktéw przypominaja o tym.

UWAGA! Ze wzgledéw redakcyjnych kolejnos¢ pytan rézni sie od
kolejnosci materiatu na wykladzie i ¢wiczeniach. Szczegdinej
uwadze polecam zagadnienia oznaczone symbolami & oraz dé.

Elementy algebry i geometrii

1. Aksjomaty liczb rzeczywistych. Cialo liczb rzeczywistych. Zbior liczb
zespolonych jako zbiér par liczb rzeczywistych z okre$lonymi w nim dzi-
alaniami spelniajacymi pewne aksjomaty. Cialo liczb zespolonych.

2. & Postat kartezjanska liczby zespolonej. Modut. Sprzezenie. Ich wlas-
noéci. Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych. Argument i postaé try-
gonometryczna liczby zespolonej. Wlasno§ci argumentu. Mnozenie i dzie-
lenie liczb w postaci trygonometrycznej. Wykonywanie dzialan arytmety-
cznych na liczbach zespolonych.

3. Potegowanie liczb zespolonych - wzér Moivre’a. OkreSlenie pierwiastka
stopnia n liczby zespolonej i jego obliczanie. Obliczanie pierwiastkéw
stopnia 2.

4. & Rozwigzywanie prostych réwnan stopnia 2 lub 3 o wspélezynnikach

zespolonych lub o wspélczynnikach rzeczywistych i ujemnym wyrézniku
(A <0).
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Pierwiastki z jedno$ci. Czym jest iloczyn takich pierwiastkow? Jaka
tworza strukture?

Definicja réwnania stopnia n. Rozwiazywalno$¢ réwnan stopnia n - istnie-
nie rozwiazan dokladnych w zaleznoSci o stopnia réwnania.

# Definicja wielomianu stopnia n. Twierdzeni Bézout. Postaé iloczynowa.
Twierdzenie o rozktadzie na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej
drugiego. Zasadnicze twierdzenie algebry.

Definicja macierzy. Wybrane rodzaje macierzy. Dzialania na macierzach.

Permutacja, transpozycja, znak permutacji. Definicja wyznacznika macierzy.
Rozwinigcie Laplace’a.

Wiasnosci wyznacznikéw.

# Definicja macierzy odwrotnej. Tw. Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu
macierzy. Wnioski. Warunek istnienia macierzy odwrotne;j.

Rozwiazywanie réwnan macierzowych.

Uklady n réwnan liniowych o n niewiadomych. Istnienie i liczba rozwiazan
takiego uktadu (Tw.z punktami a), b), c)).

Rozwiazywanie uktadéw réwnan liniowych z parametrem.
Metoda eliminacji Gaussa.

Wektor zaczepiony i wektor swobodny w R"™. Dodawanie wektoréw i
mnozenie przez liczbe.

Definicja iloczynu skalarnego wektorow i jego wlasnoSci.

#Dlugosé wektora. Kat pomiedzy wektorami. Warunek prostopadlosci
dwoéch wektoréw.

Definicja iloczynu wektorowego wektoréw i jego wlasnoSci. Interpretacja
geometryczna.

Warunek réwnoleglo§ci dwéch wektoréw.

Definicja iloczynu mieszanego wektoréw i jego wlasnoéci. Interpretacja
geometryczna.

#Wielomian charakterystyczny macierzy. Wektory wlasne i warto$ci wlasne
macierzy.

#MRo6wnania prostej na plaszczyznie. Wyprowadzenia.
Réwnania prostej w przestrzeni R3. Jak powstaja?

Réwnanie plaszezyzny w R3. Jak powstaje?



26. #Rzut prostej na plaszczyzne, Rzut punktu na plaszczyzne. Punkt sym-
etryczny do danego wzgledem plaszczyzny.

Rachunek rézniczkowy

1. #Odleglos¢ na prostej, na plaszczyznie i w przestrzeni tréjwymiarowej.
Otoczenie punktu.

2. #® Definicja funkcji. Funkcje: monotoniczna, monotoniczna przedzi-
alami, réznowartosciowa, wzajemnie jednoznaczna, odwrotna do danej,
ograniczona, okresowa.

3. & Definicja ciggu. Definicja granicy ciaggu. ”Prawie wszystkie wyrazy
ciagu”.

4. & Definicja granic niewla$ciwych ciggéw: +oo oraz —oo. Ciag rozbiezny.
5. Twierdzenia o ciagach (tw. o trzech ciagach itd.). Dowody.

6. #Wz6r dwumianowy Newtona. Symbole Newtona. Liczba e. Ciag (1 +
l)n_
7. Granice innych wybranych ciagéw.

8. & Cigg geometryczny. Suma ciggu geometrycznego

9. & Definicja granicy funkcji jednej zmiennej o warto$ciach w R. Granice
niewlasciwe.

10. Granice jednostronne.
11. Potegowanie i funkcja wykladnicza.
12. @&Definicja logarytmu i jego wlasnoéci. Funkcja logarytmiczna.

13. #MDefinicje, whasnosci i wykresy funkcji elementarnych : warto$é bezwzgledna,
wielomiany, f. homograficzna, f. wymierne, f. trygonometryczne, f. cyk-
lometryczne, f. wykladnicze, f. logarytmiczne.

14. & Wartosci funkcji elementarnych w punktach charakterystycznych dla
danej funkcji, zachowanie sie funkcji elementarnych na krancach przedziatu
okreslonosci.

15. & Rozwiagzywanie prostych réwnan i nieréwnosci: z warto$cig bezwzgledna,

wymiernych, np. |z —al > b, = = z, itp.

16. & Zwiazki nieré6wnosci: f(z) > 0, f(z) < 0 z polozeniem wykresu funkcji.

17. & Wzory trygonometryczne: cos(a £ ), sin(a + ), jedynkowy, podwo-
jonego kata..

18. Ciagloé¢ funkcji. Wiasnoéci funkeji ciaglych.



19. Wybrane granice specjalne funkcji.

20. & Def. pochodnej funkcji. Interpretacja geometryczna. Pochodne jed-
nostronne.

21. # Styczna i normalna do wykresu funkcji.

22. Wiasno$ci pochodnej. # Pochodne funkcji elementarnych.

23. Ciagtos¢ funkcji rézniczkowalnej. Dowdd.

24. Rézmiczka funkcji i interpretacja geometryczna. Zastosowanie.
25. & Tw. Rolla - Lagrange’a. Wnioski. Dowody.

26. Regula de I’'Hospitala.

27. & Wyznaczanie dziedzin funkcji zlozonych (inaczej: rozwiazywanie réw-
nan i nieréwnosci réznych typow!).

28. # Definicje minimum i maksimum lokalnego funkcji jednej zmiennej. Warunki:
konieczny i pierwszy dostateczny istnienia ekstremum. Przedzialy monoton-
icznoci.

29. Definicja pochodnej rzedu n. Pochodne rzedu n wybranych funkcji.
30. & Wzory: Taylora i Maclaurina. Reszta Lagrange’a.
31. & Wzory Maclaurina dla wybranych funkcji. Uogélniony symbol Newtona.

32. & Drugi warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji rézniczkowal-
nej. Przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia.

33. & Asymptoty wykresu funkcji.

34. & Badanie przebiegu zmienno$ci funkcji. Krysicki, Wtodarski, Analiza
matematyczna w zadaniach, dwa rozdzialy: 10 i 13?7 oraz funkcje takie,
jak arctg(z? — 2z), arctg(x — /), arcsin(cosz — 3), arcsin(1 — /z).

35. & Elipsa, hiperbola, owale Cassiniego, leminskata Bernoulliego. Jak pow-
staja? Réwnania kanoniczne elipsy i hiperboli.

Rachunek catkowy

1. Definicja calki nieoznaczonej. Jej whasnosci. Calki funkcji elementarnych.
2. Calkowanie przez czeSci. Zamiana zmiennych w calce nieoznaczone;j.

3. Ulamki proste. Rozklad funkcji wymiernej na utamki proste. Sprowadzanie
tréjmianu do postaci kanonicznej. Catkowanie funkcji. wymiernych.

4. Jakiego rodzaju wzory nazywamy rekurencyjnymi? Wzory rekurencyjne
dla calek [sin" zdz, [ —:—dz. Stosowanie wzoréw rekurencyjnych.

sin™ x




10.

Calkowanie funkcji algebraicznych: [ ﬁdw
M Def. calki oznaczonej. Interpretacja geometryczna.

Funkcja calkowalna. Jakie klasy funkcji sa calkowalne. Inne wlasnoéci
calki oznaczone;j.

Tw. o wartosci éredniej dla calek. Dowdd.

& Twierdzenie o calce oznaczonej jako funkcji granicy calkowania. Twierdze-
nie Newtona. Dowody.

Obliczanie calek oznaczonych metoda przez czeSci i przez zamiane zmien-
nych (i granic!!).



