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1 Wzér catkowy Cauchy’ego

Twierdzenie: Jezeli f jest funkcja holomorficzng wewnatrz i na brzegu obszaru
D ograniczonego jedng krzywg zamknieta C, zorientowang dodatnio, bez
punktéw wielokrotnych, to dla dowolnego punktu zy € D
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2 Twierdzenie Cauchyego o residuach

Twierdzenie: Jezeli f jest funkcja holomorficzna, za wyjatkiem skoniczonej
liczby punktow z,., r = 1,...,m, wewnatrz i na brzegu obszaru D ogranic-

zonego jedng krzywa zamknieta C, zorientowang dodatnio, bez punktéw
wielokrotnych, to

/f(z)dz = 2mi Z res,, f(z). (3)
C r=1

Przyktad. Oblicz [ eT=dz po dowolnej krzywej zamknietej C, zorientowanej

C
dodatnio, bez punktéw wielokrotnych, zawierajacej w swoim wnetrzu punkt
z=1.

Rozwiazanie. Jedynym punktem osobliwym funkcji podcatkowej jest z = 1.
Krzywa C mozemy zastapi¢ przez okrag K (1, €) (dlaczego?). Podstawiajac
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Punkt z = 1 jest biegunem rzedu nieskonczonego, a residuum funkcji w
tym punkcie wynosi —1.0Ostatecznie f eT=dz = —2mi.

C

Przykiad. Oblicz f le sin %dz, gdzie K (0, €) jest okregiem o $rodku w punkcie
K(0,¢)

0 i promieniu €, 0 < € < 1, zorientowanym dodatnio.

Rozwiazanie: Funkcja podcaltkowa f(z) jest illoczynem dwéch funkeji, z ktérych
jedna jest holomorficzna wewnatrz okregu, a druga ma biegun rzedu nieskonc-
zonego w punkcie z = 0. Szukamy wspoétczynnika a_; jej szeregu Laurena.
W tym celu rozwijamy oba czynniki w szeregi w otoczeniu punktu z = 0.
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Jak wiadomo, szeregi potegowe mnozymy sumujac wszystkie mozliwe iloczyny
wyrazéw pierwszego szeregu przez wyrazy drugie i porzadkujac je wedlug ros-
nacych poteg. Aby obliczy¢ wspélczynnik a_; bierzemy pod uwage tylko te
iloczyny ktére sa proporcjonalne do z71.
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Odpowiedz: [ 12— sinldz=2risinl.
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Przyklad. Oblicz [ Zrcos “dz.
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Rozwiazanie: Funkcja podcatkowa jest iloczynem dwéch funkeji, z ktérych
jedna posiada wewnatrz kota | z + 1 |< % biegun rzedu nieskonczonego.
Kazdy z czynnikéw rozwijamy oddzielnie w szereg potegowy w otoczeniu
punktu zg = —1. Mamy
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Rézniczkujac powyzszy szereg dwukrotnie otrzymujemy:
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Jak zwykle przy tego rodzaju operacjach, nie wykonujemy mnozen liczb wys-
tepujacych we wspélczynnikach. Mnozac otrzymane szeregi dostajemy
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Zatem
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Sprébujmy obliczy¢ sume ostatniego szeregu. Zauwazmy pewne podobienstwo
do szeregu potegowego funkcji sin z. Mnozac sinz przez 22 otrzymujemy
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Roézniczkujac obustronnie mamy
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Rozwazane szeregi sa zbiezne dla dowolnego z. Podstawiajac z = m otrzymujemy
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Odpowiedz: [ 5 cos Tdz = —ims.
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Oblicz catki po okregu K(0,¢€) o $rodku w punkcie 0 i promieniu ¢, 0 < € < 1,
zorientowanym dodatnio.
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